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I.1. Estructuras Algebraicas

|.1.1. Definicién y propiedades

Conjunto: coleccion de objetos (o elementos) bien definidos. Se denota con letras mayusculas y sus
elementos por letras minusculas.

Conjunto vacio @: carece de elementos

Los elementos se pueden denotar: 1) por extension (ej. A = {1,3,5,7} ); 2) por compresion (ej.
A={a €N |aesprimo < 10})

Subconjunto: aquel formado tomando ciertos elementos de un conjunto.
vbeB => b €A B={beB} cA
Subconjuntos impropios de A: @y A.

Subconjuntos propiosde A: Bc AyB+0yB + A



Una operacion interna definida en un conjunto X # @ es una funcion binaria » que a cada par ordenado
(x,y) de X X X le hace corresponder un unico elemento de X.

* 1 XXX - X
(JC,}’)HZ=*(I,}’)=X*}’

La imagen por la aplicacion * del par (x,y) se denotara por » (x,y) = x » y (se lee x por y , el resultado de
operar x con y).

Nota: x operacidén internade X = Vx,y € X 3! xxy € X (0 sea, sl x es una operacidn interna en X
entonces cualesquiera que sean x e y de X existe x x y € X y es unico).

Nota: Operacién externa (para X): x: X x X' - X' (e]. producto de vector por escalar), o bien x: X x X - X’
(e)., producto escalar de dos vectores)

Conjunto cerrado (o parte estable de un conjunto): Dada una operacion interna x sobre X y sea X' c X.
Decimos que X' es cerrado para la operaciéon = cuando: x,y €X' > x*y e X' Vx,y € X'

Ejemplos de operaciones internas
* | a b L la b
ala b a |a a

bl b a b | 6 b




Estructura algebraica: conjunto formado por elementos y donde hay definidas ciertas operaciones
(internas) que satisfacen unas determinadas propiedades. Se llama estructura, y se escribe (X,*), al
conjunto X junto con la operacion .

Nota: Un conjunto X con varias operaciones también forma una estructura algebraica (X,*, 1, ...).

Posibles propiedades de una operacion interna «

Sea X un conjunto no vacio y sea » una operacion interna definida en X.
Asociativa: (x*xy)xz=xx(y*xz)=x*xy*z Vx,y,z€X
Conmutativa: (x »y) = (yxx) Vx,yeX

Distributiva: Si ademas de *, X posee otra operacion interna t+ ,0 sea (X,x, ), se dira que » es
distributiva respecto de T si:
x*x(ytz)=@*y)t(x*x2)Vx,y,z€X tzxx=@*x)t@*x)Vx,y,z€X

Elemento neutro: Un elementoe € X esneutrosi: x*xe=e*x =x Vx e X

Nota: El elemento neutro puede existir o no, pero si (X,x) tiene elemento neutro e respecto de *,
entonces éste es unico.

Elemento simétrico: y es un simétrico de x (y se denota porx')si: x*x' =x'xx =e

Nota: Si un elemento tiene simétrico decimos que es simetrizable. En principio un elemento puede
tener mas de un simétrico.

Elemento regular o simplificable: x € X es un elementoregular six*xy=x*z= y=2z 0
yxx=z*xx=y=2z Vy,z€X

Nota: Todo elemento regular posee a lo mas un simétrico. El cero no es regular.



1.1.2.Tipos de estructuras Algebraicas
1.1.2.1. Semigrupo
Semigrupo: Estructura algebraica (X,*) en la que x es asociativa.
Propiedades: Al ser x asociativa se cumple:
* Si un elemento x € X es simetrizable, su simétrico x’ € X es Unico
*(x") =x Vx€X(x'es el simétricode x = x es el simétrico de x")

* Si x,y € X son elementos simetrizables, x » y también lo es y su simétrico es (x x y)' =y’ *
x' Vx,yeX

* Todo elemento x € X simetrizable es regular (lo inverso no es necesariamente cierto)

* Las ecuaciones a x x = b y x x a = b (x incognita) tienen solucion unicaqueesx =a’ *by
x=hbxad

1.1.2.2. Grupo

Grupo: (X,x) es un grupo si » es asociativa (0 sea, es un semigrupo), existe elemento neutro respecto a *
y todo elemento de X tiene simétrico, o sea.

VxeX dleeX |exx=x*xe=x
VvxeX 3lxeX|xxx'=x'xx=e

Nota: Todos los elementos de X son regulares (al ser simetrizables). Si todos los elementos de un conjunto
X son regulares, entonces se dice que se cumple la ley de cancelacion o simplificacion.

Propiedades adicionales: (X,x) es un grupo conmutativo o abeliano si ademas de las propiedades de
grupo verifica la propiedad conmutativa: Vx,y € X x xy =y *x



1.1.2.3. Anillo

Anillo: Un anillo (X, +,-) es un conjunto X # @ dotado de dos operaciones internas denotadas por + vy -
tales que:

* (X,+) es un grupo
* (X,") es un semigrupo

* Propiedad distributiva del producto respectode lasuma: x- (y+z)=x-y+x-z
(x+y)-z=x-z+y-z Vxyz€X.

Propiedades adicionales:

* (X, +,") es un anillo conmutativo si la operacidon - es conmutativax:-y =y -x Vx,y € X

* (X, +,7) es un anillo con identidad o unitario si posee elemento neutro respecto de -, o sea,
JleeX | x-e=e-x=x Vx € X (se denomina unidad del anillo y se denota por 1)

« El conjunto formado por los elementos invertibles de X, osea, X' ={x # 0€ X | 3x~ ! € X}
es un grupo respecto de - al que se llama grupo multiplicativo de X.

- Divisores de cero: Dos elementos x, y € X son divisores de cero si y solo si siendo

x#0yy+0 =>x-y=00y-x=0
* x € X es invertible = x no es divisor de cero

*x € (X, +,") es regular si y solo si no es 0 ni divisor de cero. Analogamente x es divisor de cero si y
solo si no es regular para el producto.

* (X, +,") es un anillo integro (o anillo de integridad) cuando no tiene divisores de cero, o sea, si
Vx,yEX x-y=0=2x=00y=0

* (X, +,") es un dominio de integridad si es un anillo de integridad, unitario y conmutativo.



1.1.2.3. Cuerpo

Cuerpo: Un conjunto X dotado de dos operaciones + y - se dira que es un cuerpo si (X, +,-) es un anillo
con identidad y todo elemento distinto de cero tiene inverso respecto al producto, esto es:

* (X,+) es un grupo (o bien (X, +,-) es un anillo)
* (X7,) es un grupo

* Propiedad distributiva del producto: x - (y+2z)=x-y+x-z (x+y)-z=x-z+y-z
Vx,y,z € X.

Propiedades:
* Todo cuerpo tiene al menos dos elementos: {0,1}
* Si (X,') es un grupo conmutativo el cuerpo se dira conmutativo.

* Un cuerpo (X, +,:) es un anillo unitario, y como todo elemento admite inverso, no existen divisores
de cero (anillo integro). Asi, si X es un cuerpo conmutativo, X es un domino de integridad.



Extension de N: (N, +) es un semigrupo. ; Cémo extenderlo para convertirlo en grupo? x + n=m m,n €
N no siempre tiene solucidén en N. Para la que si la tenga, se anaden las raices x = m —n a N, obteniendo
Z = {m—n|m,n € N}. Siendo asi, (Z,+) es un grupo

Extension de Z: Un procedimiento para construir a partir de un dominio de integridad (%Z, +,-) un nuevo
anillo donde todos sus elementos poseen inverso es resolver la ecuacion x - g = p g # 0y anadir sus
raices a Z, obteniendo asi Q = {p/q | g # 0,p,q € Z}. En ese caso se obtiene (Q, +,'), que es un cuerpo.
Los numeros racionales son pues las raices de |las ecuaciones polinomicas de grado 1.

Extension de Q: Existen ecuaciones polinémicas de segundo grado que no tienen raices racionales pero
existen cuerpos (extensiones de () donde las anteriores ecuaciones tienen solucion. El cuerpo 6ptimo en
el que toda ecuacion polindmica tiene raiz es C, que se construye en dos etapas: 1) no algebraica (R,

completitud); 2) algebraica (C). C = R(V—1) = {p + ¢v—1| p,q € R}. Asi (C,+,-) es cerrado.

Teorema fundamental del algebra: C es algebraicamente cerrado




ESTRUCTURAS | PROPIEDADES

Cuerpo

3 |Atmiathill+]:
‘a+(b+c)={a+b)+c

g' Elemento nautro (+):
o

| a+e=g+a=a

Elemento simétrico (+);

ata=a+a=e

Anillo

Asociativa (')
a-(b-c)=(ab)c

Cuerpo
Anillo Unitario

() Distributiva (+):
a{b+c) = (a:b) + (a:c)

Elemento neutro ():
al=1a=3

Elemento siméatrico ('):

A =4 -as

Conmutativa (*):
ab=ba




